www.tunisie-etudes.info

Ce document a éte teléchargé depuis
www.tunisie-etudes.info

Des documents gratuits, devoirs, examens, cours, exercices,
corrigés... Ainsi que toute une rubrique pour vous aider a
trouver un emploi sans oublier les avis de concours en
direct

Notre page Twitter :

http://www.twitter.com/TunisieEtudes
Notre page FaceBook :

http://www.facebook.com/TunisieEtudes

TUNISIE-ETUDES.INFO

BIENVENUE SUR TUNISIE-ETUDES.INFO

Avis de concours
Ecrit par Administrator

& News

@ \eb Links

@ Documents
@ Primair e
@ Coliege
@ Secondaire

Avis de concours en direct

Accés aux documents K & E3 Retrouvez nous sur
Eeri Facel

i Le=
@ Supérieur Ecrit nar Administrator Eodk

Merci d'avoir choisi www.tunisie-etudes.info
Bonne lecture et bon travail

www.tunisie-etudes.info — www.algointro.info



http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.facebook.com/TunisieEtudes
http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.twitter.com/TunisieEtudes
http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.algointro.info/
http://www.algointro.info/
http://www.algointro.info/
http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.tunisie-etudes.info/
http://www.tunisie-etudes.info/

CORRELATION & REGRESSION

Annexe 1 : Rudiments d’Algebre Matricielle
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CORRELATION & REGRESSION

1 DEFINITIONS DE BASE

1.1 Notion de matrice

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres ou d’éléments disposés en lignes et en colonnes.
Plus exactement, une matrice d’ordre, ou de dimension, ou de format m sur n, noté (mxn), est une

série de (m X n) éléments rangés en m lignes et n colonnes.
On utilise souvent des lettres majuscules pour désigner une matrice.

A:[aij]: a a

11 In
a

a

ml mn

ou:
a; est I'élément inscrit sur la i° ligne et la j° colonne de A.

[a, ] est une expression abrégée de A.
L'ordre ou la dimension d’une matrice est souvent écrit sous la matrice.

Exemple :

1 2 6 . . . L) -
(A) = (3 4 5) . A est une matrice de dimension (2><3) . a1 = 3 est I'élément (ou encore le coefficient)

de la 2° ligne et la 1° colonne est 3.

1.2 Vecteur-colonne

Une matrice comportant m lignes et une seule colonne s'appelle un vecteur-colonne de dimension m.

Exemple :
2
(3)51) =| 3 | est un vecteur-colonne de dimension 3.
V2

1.3 Vecteur-ligne

Une matrice comportant une seule ligne et n colonnes s’appelle un vecteur-ligne de dimension n.

Exemple :
(ﬁ(ﬂ:[z 4 -6 1] estvecteur-ligne de dimension 4.

1.4 Sous-matrice

Soit une matrice A d’ordre (mxn).
Si on détruit toutes les lignes, sauf r d’entre elles, et toutes les colonnes, sauf s d’entre elles alors la
matrice résultante d’ordre (r X s) , st une sous matrice de A.

Exemple :
2

Soit (A . Si on supprime la troisieme et la quatriéme ligne et la quatriéeme colonne, on

4x4) -

D O~ 0
o O = N
= 00N

11

2 8 7 . .
aura : B)= 3 4 1 gui est une sous matrice de A.
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CORRELATION & REGRESSION

2 TYPES DE MATRICES

2.1 Matrice carrée

Une matrice qui a le méme nombre de lignes et de colonnes est une matrice carrée.
Pour une matrice carrée A, sa trace est la somme de ses coefficients diagonaux, notée Tr(A).

Exemple :

1 3 . ,
A= > 4 est une matrice carrée d'ordre 2.
Tr (A) =1+4=5

2.2 Matrice diagonale

Une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls en dehors de ceux formant sa diagonale
principale (celle qui joint le coin supérieur gauche au coin inferieur droit), est appelée matrice diagonale.

d, 0

(D) = est une matrice diagonale d'ordre n.
0 d

Remarque :

Certains éléments sur la diagonale peuvent étre nuls.

Exemple :
2 0 O

(36\3) =|0 6 O | estune matrice diagonale d'ordre 3.
0 0 15

2.3 Matrice scalaire

Une matrice scalaire est une matrice diagonale dont tous les éléments sont égaux.

Exemple 1:
2 00

A=0220
(3x3)
0 0 2

Exemple 2 :
Dans le cas du modéle linéaire de régression, on peut donner I'exemple de la matrice variance-

o? 0
covariance des erreurs : var—cov(e) =
0 o?
2.4 Matrice identité ou matrice unitaire

Une matrice identité ou matrice unité ou encore matrice unitaire est une matrice diagonale dont tous les
coefficients sont égaux a 1. Elle est notée | (ou encore |, avec n la dimension de la matrice). C’est un
cas patrticulier de la matrice scalaire.

Exemple :
1 00

(3A3) =0 1 O] estla matrice unité d'ordre 3. On la note Is.
0 0 1

Pour signaler une erreur, proposer une amélioration, écrivez a houssemeddine.chebbi @isaas.rnu.tn




CORRELATION & REGRESSION

2.5 Matrice symétrique

Une matrice carrée dont les éléments situés au dessus de la diagonale principale sont I'exact reflet de
ceux situés sous la diagonale principale est une matrice symétrique.

Cette derniére est aussi une matrice dont la transposée est égale a elle-méme : A=A".

Ceci signifie que I'élément a; de A est égal a I'elément a, de A'.

Exemple :
La matrice de variances et covariances de l'erreur ¢ dans le cas de modéle de régression multiple,

E(slsl) E(alsz) E(alan)

Q =E(ee) = F(Szgl) F(gzgz) F(gzgl)

E(snsl) E(snsz) E(gnsn)

2.6 Matrice nulle ou zéro

Une matrice dont tous les coefficients sont nuls est appelée matrice nulle. On peut la noter O.
De méme, un vecteur-ligne ou colonne composé uniqguement d’éléments nuls est un vecteur nul.

2.7 Matrices triangulaires

Une matrice triangulaire supérieure (Upper triangular matrix, U) : U=

21

0

0

, 0 0 O
o o : : 0 0
Matrice triangulaire inférieure (Lower triangular matrix, L) : L = 0

[
[
|31
I41

3 OPERATIONS SUR LES MATRICES

3.1 Egalité des matrices

Deux matrices A et B sont égales si elles ont le méme ordre (m X n) et si leurs éléments correspondants

aux mémes emplacements sont égaux : a; =b;.

Exemple :
1 J4 6 36
A = 1/et B = 6 | sont egales.
(2x3) 3 4 - (2x3)
2 3 4 05
N.B

(2 0,5)= (o,sz

(2 05)%(05 2)
3.2 Addition et soustraction des matrices
Soient A =|a, |et B=|b, | deux matrices de méme dimension (mxn).

La somme A +B est une matrice C = [CJ d’ordre (mxn) obtenue par: ¢, =a, +b,.
La difféerence A —B est définie de maniére analogue.

Remarque :
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CORRELATION & REGRESSION

On appelle matrice opposée de la matrice A la matrice, notée —A, obtenue en remplagant chaque
terme de A par son opposé.

Généralisation :
Soient A, B et C trois matrices de méme dimension (m X n).

L'addition est commutative : A+B=B+A
L'addition est associative : (A+B)+C=A+B+C)=A+B+C

Si A+B=C alors A=C-B
Si 0 est la matrice nulle de dimension (m X n) alors A+0=0+A=A.

Exemple :
2 3 7 -3 9 0 -5 6 -7 3
Soient A={8 4|etB=|1 5 |.Ona:A+B =|9 9|,A-B={7 -1ljet-B=|-1 -5].
7 1 -1 2 6 3 8 -1 1 -2

3.3 Multiplication d’'une matrice par un scalaire

Soit A= [aij] une matrice de dimension (m X n) et A un scalaire (un nombre réel).

Le produit de la matrice A par le scalaire A est la matrice de dimension (m X n), notée A A, obtenue en
multipliant par A chaque élément de A.
On aura: AA =23, ]

Généralisation : Soient A et B deux matrices de méme dimension (m X n) et A et y deux scalaires.
A(A+B)=AA+2AB
(A+y)A=AA+7A

MyA) = AyA
Exemple 1:
2 3 6 9
SiA=|8 4|etAr=3alors A A=24 12|.
7 1 21 3
Exemple 2 :
2 3 7 -3
SiA=|8 4(,B=|1 5 etC=3(A+SB)—16B.
7 1 -1 2

6 9 7 -3 -1 12
Alors C=3(A+55)—168=3A+158—168=3A—BC= 24 12|-11 5 |=123 7
21 3 -1 2 22 1
3.4 Multiplication des matrices
Soient A =[a, | une matrice de dimension (mxn)et B=[b, | une matrice de dimension (nxp).

Le produit A xB (exactement dans cet ordre) est une matrice C = [cij] de dimension (m X ) telle que :

n i=12,---,m
c.=>»ahb, avec .
ij kZ:;, ik kj {lez,,p

C’est la régle de multiplication ligne par colonne.

Exemple :

Pour signaler une erreur, proposer une amélioration, écrivez a houssemeddine.chebbi @isaas.rnu.tn
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21
3
Soient les deux matrices A ={ j et B =3 5].
(2x3) 5 6 1 (3x2) 6 2

(2x3)(3x2)  (2x2)

(3 4 7) 2 1 {[(3x2)+(4x3) (7%6)] [(3x1)+(4x5)+(7x2):|]:[60 37)

56 1)|7 | [(5x2)+(6x3)+(1x6)] [(5x1)+(6x5)+(1x2)] | \34 37

3.5 Propriétés de la multiplication des matrices

La multiplication de matrices n’est pas nécessairement commutative, c'est-a-dire, quand les dimensions
de deux matrices A et B permettent le calcul de A xB, elles ne permettent pas nécessairement le calcul
de BxA.
Exemple :

0 5)\(2 5 . 0 5
= mais en aucun cas on peut calculer )
1 2/\1 4 1)\ 1

Dans le cas ou les calculs sont possibles, les matrices qui en résultent du produit des deux matrices
AxB et Bx A ne sont pas nécessairement égales.
Exemple :

5 076 a2 s 0)-f¢ )

Si A et B sont deux matrices carrées, les matrices qui en résultent du produit des deux matrices AxB et
B x A ne sont pas nécessairement égales.
Exemple :

0 5 21—50et21 0 5) (1 12
1 2)\10) |41 1 0)\12) o 5
Un vecteur-ligne postmultiplié par un vecteur-colonne est un scalaire. Le nombre de colonnes du
vecteur-ligne doit étre égal au nombre de lignes du vecteur-colonne. Ainsi, le produit

(a, - a,)|i |=ap+-+ab

Exemple :
2

(246)(\7_ =2x2+3x4+6x2=16+641/2

2

Un vecteur-colonne post multiplié par un vecteur-ligne est une matrice symétrique.
a ab, ... ab,

Une matrice post multipliée par un vecteur-colonne est un vecteur-colonne.
Un vecteur-ligne post multiplié par une matrice est un vecteur-ligne.

La multiplication de matrices est associative :

A(BC)=(AB)C =ABC

La multiplication de matrices est distributive :

Pour signaler une erreur, proposer une amélioration, écrivez a houssemeddine.chebbi @isaas.rnu.tn
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AB+C)=AB +AC
(A+B)C=AC+BC

3.6 Transposition des matrices

La transposée d'une matrice A d'ordre (mxn), notée A’ (ou encore ‘A ou A"), et quon lit A
transposée, est une matrice d’'ordre (nx m), obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.
La i° ligne de A devient la i° colonne de A'.

Exemple :
2 3
, |2 8 7
A=8 4|=> A =
(3:2) @3 13 4 1
7 1

Le transposé d’'un vecteur-colonne est un vecteur-ligne.

Exemple :
2
x=[ 3 |=x =[2 3 2]
(3x1) (1x3)
V2
Le transposé d’un vecteur-ligne est un vecteur-colonne.
Exemple :
2
X =[2 4 -6 1= x =
(1x4) (4x1) -6
1

3.7 Propriétés de la transposition d’'une matrice

7 Il - P - 3y . - !
La transposée d’'une matrice transposée est la matrice d’origine : (A) =A.
La transposée de la somme de deux matrices est la somme de leurs transposées. Ainsi, si A et B deux

matrices de méme dimension, alors C=A+B et C'=(A+ B)' =A'"+B'.

Si le produit des deux matrices AB est défini, alors (AB)' =B'A’.

Généralisation : (ABCD)' =D'C'B'A’.

La transposée d’une matrice identité | est la matrice identité elle-méme. Ainsi, I =1.
Le transposé d’un scalaire A est le scalaire lui-méme. Ainsi, ' =X .

La transposée de AA est AA". Ainsi, (xA)/ =AV =AL=2A".
Si A est une matrice symétrique alors A=A".

3.8 Matrice inverse d’'une matrice carré

Une matrice carrée A est dite inversible ou réguliére s'il existe une matrice carrée A™ (appelée matrice
inverse) telle que : AA™" = A™A =1 et | est une matrice identité de méme dimension que A.

Exemple :
0,8 11

0,2 04

4 -11
Pour vérifier que les matrices A =( 5 g j et B ={

J sont inverses l'une de l'autre.
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. 4 -11)(0,8 11 10
On peut calculer le produit AB = = =1.
-2 8 ){0,2 0,4 01

3.9 Propriétés d’'une matrice inverse

Une matrice n'admet pas forcément d’inverse. Si A™ n'existe pas, la matrice A n'est pas inversible. A
est dite singuliere.

Si une matrice est inversible, alors l'inverse est unique.

La condition "AB =I " est équivalente a la condition "BA =1 ". Mais il faut se rappeler qu'on n'a pas

nécessairement AB=BA.
Si la matrice B est lI'inverse de la matrice A, alors la matrice A est l'inverse de la matrice B.
On dit que les matrices A et B sont inverses l'une de l'autre.

Ona: (AB) =BA"
Ona: (A’l)' =(A)"
3.10 Matrice orthogonale

La matrice A est dite orthogonale si A=A’ ou encore A*A=AA=| .

4 DETERMINANT D'UNE MATRICE CARREE

4.1 Evaluation d’'un déterminant

A chaque matrice carrée A correspond un nombre (scalaire) connu sous le nom de déterminant de la
matrice et noté det(A)ou |A|.

Une matrice d’'ordre n n’a pas de valeur numérique, mais son déterminant d’ordre n est un nombre.
Le calcul de la valeur d’'un déterminant est connu sous le nom d’évaluation, expansion ou réduction du
déterminant.

Evaluation du déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 2 :

_ a, a o N :
Si A :[ 1 HJ , alors son déterminant est évalué comme suit : det(A)=|A|=a,a,, —a,,a,, -
—_— —_—

Ay Ay termen?l  terme n2
. a a . . - 1 a —a 1 a —a
Si A =[ 1 HJ , alors sa matrice inverse est: A 1:—[ 22 12] =—[ 2 uJ.
a, a, det (A) —a, a,, a,,a,, —a,,a,, \ —a, a,,

Evaluation du déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 3 :

all a12 a13
Si A=la, a, a,|, alors son déterminant est évalue comme suit :
a31 a‘32 a‘33

|A| =8,,8,,85; —8,,8),8;, +8,,8,385 — 8,858, +3,,8,8;, —a,,a,,8; .
%{_/

terme n°L terme n2 terme n3 terme n4 terme nS terme n%

Remarques :
Le déterminant d'une matrice carrée d’ordre n, possede n!:[1.2.3....(n—3).(n—2).(n—1).n} termes.

Ainsi, un déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 2 posseéde 2!=2 termes dans son expansion et un
déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 3 posséde 3!=6 termes dans son expansion.

Chaque terme dans I'évaluation du déterminant ne contient qu’un, et un seul, élément de chaque ligne et
de chaque colonne.

Le nombre d'éléments dans chaque terme est identique au nombre de lignes (ou de colonnes) de la
matrice. Ainsi, un déterminant d’une matrice carrée d'ordre 2 posséde deux éléments dans chaque
terme de son expansion et un déterminant d’'une matrice carrée d’'ordre 3 possede trois éléments dans
chague terme de son expansion)
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4.2 Propriétés des déterminants

La matrice inverse A™ n'existe que si det(A) # 0. Dans ce cas A est une matrice réguliére.

La matrice A est singuliére si det(A)=0.

det(A’) =det(A)

det(AB)=det(A)xdet(B)

Le déterminant d'une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des éléments diagonaux. En

particulier, det(l)=1 (si | est la matrice unité)
Si A est réguliere, det(A™)= Wl(A) puisque det(AA™)=det(A)xdet(A™)=det(l)=1.

Si A est orthogonale, det(A)=+1 puisque det(AA')= [det(A)]2 =det(l) =1.

4.3 Application aux systemes d'équations linéaires

4.3.1 Formulation matricielle
Un systéme de n équations linéaires a n inconnues est de la forme :

a X, + a,X, + ... + a,x, =b

X +a,X, +..+ax =0Db

a21 1 22772 2n“ n 2

aX, + a,Xx, + .. +a.Xx, =Db

nn-n n

ou les a; sont les coefficients du systeme, les x; les inconnues et les b; les termes constants.
Un tel systéme peut s'écrire sous forme matricielle : Ax=b

a‘ll a'1n Xl b

avec: A=| : .. | x=|: etb=|:

1

a X b

nl nn n n

a

4.3.2 Cas d'une matrice réguliére

Si la matrice A est réguliére, on a, en multipliant & gauche par A™ : A'Ax=A"D
Soit: x=A"D

Exemple :

2%, +3X, =9

Soit le systéme de 2 équations a 2 inconnues :
X, =X, =2

. 2 3 9
On a successivement : A = 1 etb= 5

det(A):E _ﬂ:[Zx(—l)]—[3><1]=—5
L 1[-1 -3
A :_E{—l 2}

o= S

Soit: x; =3 etx, =1.

4.3.3 Cas d'une matrice singuliere

Lorsque la matrice est singuliére, deux cas sont a envisager :

Systéme indéterminé

S'il est possible d'exprimer p équations en fonction des autres, le systeme admet une infinité de
solutions. On peut retenir le vecteur x qui a la plus faible norme.

L'ensemble des solutions forme un sous-espace de dimension r = n - p dans I'espace de dimension n.
Le nombre r est le rang de la matrice.

Exemple :

Pour signaler une erreur, proposer une amélioration, écrivez a houssemeddine.chebbi @isaas.rnu.tn




CORRELATION & REGRESSION

2X, +2X, =6
Le déterminant vaut : 1 x 2 - 1 x 2 = 0. La matrice est bien singuliére.
La deuxieme équation est égale a la premiére multipliée par 2. Il n'y a en fait qu'une seule équation :
X, + X, =3. C'est I'équation d'une droite (espace de dimension 1) dans le plan (X, X2). La matrice est de

rang 1.

Systeme impossible

Si les équations ne peuvent pas étre exprimées les unes en fonction des autres, le systéme n'admet
aucune solution. On peut cependant calculer un vecteur x tel que la norme du vecteur Ax-b soit
minimale (bien que non nulle). Ce vecteur constitue la meilleure approximation de la solution au sens
des moindres carrés.

{ X, +X, =3

Exemple :
X, +X,=3
2X, +2X, =8

La deuxieme équation divisée par 2 donnerait X, +X, =4, ce qui est incompatible avec la premiere
équation. Le systéme n'a pas de solution.

Pour signaler une erreur, proposer une amélioration, écrivez a houssemeddine.chebbi @isaas.rnu.tn
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